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В статье рассматривается расчет пространственного распределения температурных 
полей на поверхности и вглубь грунта. Представлена общая постановка задачи расчета 
пространственного распределения температурных полей в переменно-насыщенных пористых 
средах. Приведены результаты реализации предложенного способа расчета в ходе натурного 
эксперимента. 
Ключевые слова: ортотропная среда, переменно-насыщенная пористая среда, температурное 
поле, распределение температур, поток тепла, математическое и программное 
моделирование.
Введение
Одной из перспективных технологий мониторинга и анализа техногенных территорий 
с применением беспилотных летательных аппаратов (БПЛА) большой длительности полета 
является усвоение экспериментальных многоспектральных динамических данных наблюде-
ния. Весьма важную роль играет практическое использование получаемых оценок двумерного 
пространственного распределения теплофизических параметров поверхностного и глубинного 
слоев территории мониторинга, а также получаемых тепловых томограмм этих слоев. Рассмо-
трим постановку задачи и расчет пространственного распределения температурных полей в 
негомогенной ортотропной среде (почве) с применением программного пакета математическо-
го моделирования одномерного движения воды, тепла и множества растворов в переменно-
насыщенных средах HYDRUS1D.
1. Постановка задачи расчета пространственного распределения  
температурных полей  
в переменно-насыщенных пористых средах
Распределение температур в анизотропной переменно-насыщенной пористой среде с 
разрывными коэффициентами в условиях теплообмена на границе с окружающей средой 
исследуется на основе решения краевой задачи для конвекционно-диффузионного уравне-
ния [1]: 
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где T = T(x, y, z, τ) – неизвестная функция температуры, τ ∈ [τ0, τ1], (x, y, z) ∈ D = Ω × [0, H], 
Ω ⊂ R2, Ω – поверхность полуограниченной среды; Cr, Cw − теплоемкости пористой среды 
и жидкости соответственно; [λj(θ)]11, [λj(θ)]12, [λj(θ)]13, [λj(θ)]22, [λj(θ)]13, [λj(θ)]33  – компоненты 
тензора эффективной теплопроводности негомогенной пористой среды (почвы) с разрывны-
ми коэффициентами ( j ∈ [0, H ) в зависимости от потенциальной температуры θ. Она может 
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исследуется на основе решения краевой задачи для конвекционно-диффузионного 
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где ( , , , )T T x y z τ= − неизвестная функция температуры, 0 1[ , ],τ τ τ∈
( , , ) [0, ]x y z D H∈ = Ω × , 2RΩ ⊂ , Ω− поверхность полуограниченной среды; ,  wC Cρ  − 
теплоемкости пористой среды и жидкости соответственно; 
11 12 13 22 23 33[ ( )] , [ ( )] ,  [ ( )] ,  [ ( )] ,  [ ( )] ,  [ ( )]j j j j j jλ θ λ θ λ θ λ θ λ θ λ θ  – ко понент  тензора 
эффективной теплопроводности негомогенной пори ой среды (почвы) с разрывными 
коэффициентами ( [0, ]j H∈ ) в зависимости от потенциальной температуры θ . Она может 
быть описана экспериментальной зависимостью [2]: 
1
2
1 2 3( ) b b bλ θ θ θ= + + , где 1 2 3,  ,  b b b  – 
эмпирич ские параметры среды (почвы). Также в альтернативе при описании эффективной 
теплопров дности можно использовать симость ( ) ( ) ( )exp EA B A D Cλ θ θ θ⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦ , где 
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21 2.6 nC θ
−= + , 20.03 0.7 nD θ= + , 4E = , , 
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дной из перспективн х технологий ониторинга и анализа техногенн х территорий 
с при енение  беспилотн х летательн х аппаратов (Б ) боль ой длительности полета 
является усвоение экспери ентальн х ногоспектральн х дина ических данн х 
набл дения. есь а ва ну  роль играет практическое использование получае х оценок 
дву ерного пространственного распределения тепло изических пара етров поверхностного 
и глубинного слоев территории ониторинга, а так е получае х теплов х то огра  этих 
слоев. Расс отри  постановку задачи и расчет пространственного распределения 
те пер турн х полей в него огенной ор отропной среде ( чве) с при енение  
програ ного пакета ате атического оделирования одно ерного дви ения вод , тепла и 
но ества растворов в пере енно-нас енн х средах S-1 . 
 
1. остановка задачи расчета пространственного распределения 
те пературн х полей в пере енно-нас енн х порист х средах 
Распределение те ператур в анизотропной пере енно-нас енной пористой среде с 
разр вн и коэ ициента и в условиях теплооб ена на границе с окру а ей средой 
исследуется на основе ре ения краевой задачи для конвекционно-ди узионного 
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где ( , , , )T T x y z τ= − неизвестная ункция те ператур , 0 1[ , ],τ τ τ
( , , ) [0, ]x y z = × , 2R , − поверхность полуограниченной сред ; ,  wρ  − 
теплое кости пористой сред  и идкости соответственно; 
11 12 13 22 23 33[ ( )] ,  [ ( )] ,  [ ( )] ,  [ ( )] ,  [ ( )] ,  [ ( )]j j j j j jλ θ λ θ λ θ λ θ λ θ λ θ  – ко понент  тензора 
э ективной теплопроводности него огенной пористой сред  (почв ) с разр вн и 
коэ ициента и ( [ , ]j ) в зависи ости от потенциальной те ператур  θ . на о ет 
б ть описана экспери ентальной зависи ость  [2]: 
1
2
1 2 3( ) b b bλ θ θ θ= + + , где 1 2 3,  ,  b b b  – 
э пирически  пара етр  сред  (поч ). ак е в альтернативе пр  оп сании э ективной 
теплопроводности о но использоват  за иси ость ( ) ( ) ( )exp EA B Aλ θ θ θ⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦ , где 





θ θ θ θθ θ
+ += − −− − , 
2.8 nθ= , 
1
21 2.6 nθ
−= + , 20.03 0.7 nθ= + , 4= , ,   4, где 
индексы n,q,c и m обозначают почву, кварц, глину и другие минералы.
Краевые условия, учитывающие уравнение теплового баланса и сопряжения слоистых 
сред, будут выглядеть следующим образом:
где индексы n,q,c и m обозначают почву, кварц, глину и другие минералы. 
Краевые условия, учитывающие уравнение теплового баланса и сопряжения слоистых 
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где C∗  – удельная изобарная теплоемкость воздуха; ρ – плотность воздуха; k – коэффициент 
турбулентности; s – массовая доля водяного пара; L – удельная теплота парообразования; 
( )* 4 40 0 a ПB T Tδ σ δ σ= −  – эффективное излучение верхнего слоя поверхности; δ – 
поглощательная способность верхнего слоя поверхности; σ – постоянная Стефана – 
Больцмана; q – плотность теплового потока; vC  – удельная теплоемкость водяного пара; RT – 
коэффициент термического сопротивления; H – координата нижней границы; 0 ( , )x yϕ ;
1( , )x yϕ  – известные функции начального распределения температур. В уравнении (2) 
суммарный приток тепла ( , , , )Q Q x y z τ=  определяется как сумма потока тепла излучением 
Eq и конвекцией тепла водой, водой и паром, потоком пара – qv [1]: E vQ q q= + .  
Величина Eq определяется в основном притоком солнечной радиации. Распределение 
солнечной радиации при отсутствии атмосферы (на верхней границе атмосферы) и 
изменение ее во времени зависят чисто от астрономических факторов: вращения Земли 
вокруг Солнца, наклона оси вращения Земли по отношению к плоскости эклиптики, 
суточного вращения Земли [3]. 
Количество солнечной радиации Eq , приходящейся на 1 см
2 горизонтальной 
поверхности в течение суток при условии отсутствия атмосферы, может быть найдено из  
уравнения 
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πϕ ξ ϕ ξ
 (2)
где C* – удельная изобарная теплоемкость воздуха; ρ – плотность воздуха; k – коэффициент 
турбулентности; s – массовая доля водяного пара; L – удельная теплота парообразования; 
где индексы n,q,c и m обозначают п чву, кварц, глину и др гие ми ералы. 
Краевые условия, учитывающие уравнение теплового баланса и сопряжения слоистых 





















z z z z z
j








T s T q T qC k L k B q C L








ρ ρρ λ θ
λ θ


















где C∗  – удельная изобарная теплоемкость воздуха; ρ – плотность воздуха; k – коэффициент 
турбулентности; s – массовая доля водяного пара; L – удельная теплота парообразования; 
( )* 4 40 0 a ПB T Tδ σ δ σ= −  – эффективное излучение верхнего слоя поверхности; δ – 
поглощательная способность верхнего слоя поверхности; σ – постоянная Стефана – 
Больцмана; q – плотность теплового потока; vC  – удельная теплоемкость водяного пара; RT – 
коэффициент термического сопротивления; H – координата нижней границы; 0 ( , )x yϕ ;
1( , )x yϕ  – известные функции начального распределения температур. В уравнении (2) 
суммарный приток тепла ( , , , )Q Q x y z τ=  определяется как сумма потока т пла излучением 
Eq и конвекцией тепла водой, водой и паром, потоком пара – qv [1]: E vQ q q= + .  
Величина Eq определяется в основном прит ком солнечной радиации. Распределение 
солнечной радиации при отсутствии атмосферы (на верхней границе атмосферы) и 
изменение ее во времени зависят чисто от астрономических факторов: вращения Земли 
вокруг Солнца, наклона оси вращения Земли по отношению к плоскости эклиптики, 
суточного вращения Земли [3]. 
Количество солнечной радиации Eq , приходящейся на 1 см
2 горизонтальной 
поверхности в течение суток при условии отсутствия атмосферы, может быть найдено из  
уравнения 
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 эф екти  излуч  верхне слоя поверхности; δ – поглощательная 
способность верхнего слоя поверхности; σ – постоянная Стефана – Больцмана; q – плотность 
теплового потока; Cv – удельная теплоемкость водяног  пара; RT – коэффициент термическо-
го сопротивления; H – координата нижней границы; φ0(x, y); φ1(x, y) – известные функции на-
чального распределения температур. В уравнении (2) суммарный приток тепла Q = Q(x, y, z, τ) 
определяется как сумма потока тепла излучением qE и конвекцией тепла водой, водой и паром, 
потоком пара – qv [1]: Q = qE + qv. 
Величина qE определяется в основном притоком солнечной радиации. Распределение сол-
нечной радиации при отсутствии атмосферы (на верхней границе атмосферы) и изменение ее во 
времени зависят чисто от ас рономических факторов: вращен я Земли вокруг Солнца, наклона 
оси вращения Земли по отношению к плоскости эклиптики, суточного вращения Земли [3].
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Количество солнечной радиации qE, приходящейся на 1 см2 горизонтальной поверхности в 
течение суток при условии отсутствия атмосферы, может быть найдено из уравнения
где индексы n,q,c и m обозначают почву, кварц, глину и другие минералы. 
Краевые условия, учитывающие уравнение теплового баланса и сопряжения слоистых 





















z z z z z
j








T s T q T qC k L k B q C L








ρ ρρ λ θ
λ θ


















где C∗  – удельная изобарная теплоемкость воздуха; ρ – плотность воздуха; k – коэффициент 
турбулентности; s – массовая доля водяного пара; L – удельная теплота парообразования; 
( )* 4 40 0 a ПB T Tδ σ δ σ= −  – эффективное излучение верхнего слоя поверхности; δ – 
поглощательная способность верхнего слоя поверхности; σ – постоянная Стефана – 
Больцмана; q – плотность теплового потока; vC  – удельная теплоемкость водяного пара; RT – 
коэффициент термического сопротивления; H – координата нижней границы; 0 ( , )x yϕ ;
1( , )x yϕ  – известные функции начального распределения температур. В уравнении (2) 
суммарный приток тепла ( , , , )Q Q x y z τ=  определяется как сумма потока тепла излучением 
Eq и конвекцией тепла водой, водой и паром, потоком пара – qv [1]: E vQ q q= + .  
Величина Eq определяется в основном притоком солнечной радиации. Распределение 
солнечной радиации при отсутствии атмосферы (на верхней границе атмосферы) и 
изменение ее во времени зависят чисто от астрономических факторов: вращения Земли 
вокруг Солнца, наклона оси вращения Земли по отношению к плоскости эклиптики, 
суточного вращения Земли [3]. 
Количество солнечной радиации Eq , приходящейся на 1 см
2 горизонтальной 
поверхности в те ние суток при условии отсутств я атмосферы, может быть айде  из  
уравнения 
 











⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠∫
πϕ ξ ϕ ξ  (3)
где F0 =1.88 – 1.98 кал*см2/мин – астрономическая солнечная постоянная; +t0 – время восхода 
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где F0 =1.88 – 1.98 кал*см2/мин – астрономическая солнечная постоянная; +t0 – время 
восхода и захода Солнца, отсчитывая от олудня; 
0
rR r=  – отношение расстояний 
произвольного и среднего расстояний от Земли до Солнца; ϕ  – широта места наблюдения; ξ





- часовой угол;  t – время, отсчитываемое от полудня[4]. 
Распределение солнечной радиации Eq по часам в течение суток можно описать 
следующим образом: 
 
,                                       (4) 
 
где γ  – максимальный угол подъема Солнца над горизонтом в течение суток; Eq  – 
количество солнечной радиации за сутки;τ  – продолжительность дня; [ 1jτ −Δ ; jτΔ ] – 
временной интервал распределения солнечной радиации jqΔ ; [1, ]j τ∈  - количество часов от 
восхода Солнца. 
Плотность потока тепла жидкости и пара qν может быть описана выражением [1] 
 
,                               (5) 
 
где K  – изотермическая влагопроводность жидкости; hKν  – изотермическая паро-
влагопроводность; p  – интенсивность потока,α  – параметр в функции удержания 
грунтовых вод, KLT – тепловлагопроводность жидкости. 
Границы области DΓ ≡ ∂  представляются  как объединение непересекающихся частей 
0Γ =Ω  – поверхности среды (почвы), HΓ  – ограниченной глубины почвы, при этом 
0 ( , ),  ( , )Hh x y h x y − функции профиля среды на соответствующей глубине z. 
 
 
2. Математическое моделирование распределения температурных полей 
поверхности при дистанционном мониторинге с БПЛА 
Решение рассматриваемой задачи возможно с помощью различных сред 
математического моделирования и программирования, таких как SolidWorks, TAITherm, 
Comsol, Flow3D, HYDRUS-ХD. 
( ) ( )cosh LT T Tpq K K K K zzν ν να
∂∂⎛ ⎞= + + ++⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠
 отно е рас тоян  произвольного и 
среднего расстояний от Земли до Солнца; φ – широта места наблюдения; ξ – угол склонения 
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где F0 =1.88 – 1.98 кал*см2/мин – астрономическая солнечная постоянная; +t0 – время 
восхода и захода Солнца, отсчитывая от полудня; 
0
rR r=  – отношение расстояний 
произвольного и среднего расстояний от Земли до Солнца; ϕ  – широта места наблюдения; ξ





- часовой угол;  t – время, отсчитываемое от полудня[4]. 
Распределение солнечной радиации Eq по часам в течение суток можно описать 
следующим образом: 
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где γ  – максимальный угол подъема Солнца над горизонтом в течение суток; Eq  – 
количество солнечной радиации за сутки;τ  – продолжительность дня; [ 1jτ −Δ ; jτΔ ] – 
временной интервал распределения солнечной радиации jqΔ ; [1, ]j τ∈  - количество часов от 
восхода Солнца. 
Плотность потока тепла жидкости и пара qν может быть описана выражением [1] 
 
,                               (5) 
 
где K  – изотермическая влагопроводность жидкости; hKν  – изотермическая паро-
влагопроводность; p  – интенсивность потока,α  – параметр в функции удержания 
грунтовых вод, KLT – тепловлагопроводность жидкости. 
Границы области DΓ ≡ ∂  представляются  как объединение непересекающихся частей 
0Γ =Ω  – поверхности среды (почвы), HΓ  – ограниченной глубины почвы, при этом 
0 ( , ),  ( , )Hh x y h x y − функции профиля среды на соответствующей глубине z. 
 
 
2. Математическое моделирование распределения температурных полей 
поверхности при дистанционном мониторинге с БПЛА 
Решение рассматриваемой задачи возможно с помощью различных сред 
математического моделирования и программирования, таких как SolidWorks, TAITherm, 
Comsol, Flow3D, HYDRUS-ХD. 
( ) ( )cosh LT T Tpq K K K K zzν ν να
∂∂⎛ ⎞= + + ++⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠
 часовой 
угол; t – время, отсчитываемое от полудня [4].
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где F0 =1.88 – 1.98 кал*см2/мин – астрономическая солнечная постоянная; +t0 – время 
восхода и захода Солнца, отсчитывая от полуд я; 
0
rR r=  – отношение асстояний 
произвольного и среднего расстояний от Земли до Солнца; ϕ  – широта места наблюдения; ξ





- часовой угол;  t – время, отсчитываемое от полудня[4]. 
Распределение солнечной радиации Eq по часам в течение суток можно описать 
следующим образом: 
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2. Математическое моделирование распределения температурных полей 
поверхности при дистанционном мониторинге с БПЛА 
Решение рассматриваемой задачи возможно с помощью различных сред 
математического моделирования и программирования, таких как SolidWorks, TAITherm, 
Comsol, Flow3D, HYDRUS-ХD. 
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где K – изотермическая влагопр водность жидкости; Kvh – изотермическая паро-
влагопроводность; p – интенсивность потока, α – параметр в функции удержания грунтовых 
вод, KLT – тепловлагопроводность жидкости.
Границы области Г≡∂D представляются как объединение непересекающихся частей Г0=Ω – 
поверхности реды (почвы), ГН – ограниченн й глубины почвы, при этом h0(x,y),  hH(x,y) − функ-
ции профиля среды на соответствующей глубине z.
2. Математическое моделирование распределения  
температурных полей поверхности  
при дистанционном мониторинге с БПЛА
Решение ра сматриваемой задачи возможно с помощью различных сред математическо-
го моделирования и программирования, таких как SolidWorks, TAITherm, Comsol, Flow3D, 
HYDRUSХ1D.
Для решения данной задачи наиболее целесообразным явля тся использование пакета ма-
тематического моделирования одноразмерного движения воды, тепла и множества растворов 
в переменно-насыщенных средах HYDRUS1D, так как он позволяет рассчитывать аспределе-
ния температурных полей вглубь поверхности почвы; учитывать состояние почвы (влажность), 
а также метеорологические условия проведения эксперимента. Совместное использование дан-
ного пакета с дополнительными модулями математической обработки данных среды MATLAB 
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позволяет получать распределения температурных полей по всей поверхности почвы в течение 
заданного временного интервала.
Для апробации расчета распределения температурных полей с помощью вышеописанного 
программного обеспечения был проведен натурный эксперимент, заключавшийся в измерении 
температуры поверхностного слоя известного типа грунта (глина) в течение суток с перио-
дичностью 1 ч. Также с данной периодичностью фиксировались метеорологические условия: 
температура воздуха, измеренная на высоте 2 м от земной поверхности, скорость ветра, облач-
ность и влажность [4]. В результате эксперимента всего было получено по 25 значений каждого 
из вышеуказанных параметров.
Приток солнечной энергии и его распределение в течение суток были рассчитаны анали-
тически с помощью уравнений (3) и (4) (рис. 1).
В результате моделирования был произведен расчет распределения температурного 
поля грунта на его поверхности и в глубину до 1 м. Результаты расчета приведены на 
рис. 2 и 3.
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Сравнительный анализ экспериментального и моделируемого распределения  
температурных полей на поверхности грунта показал, что расчет произведен с достаточной 
точностью, относительная погрешность мала и составила менее 10 %.  
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Вывод 
Таким образом, произведена постановка задачи на расчет пространственного 
распределения температурных полей в негомогенной ортотропной переменно-насыщенной 
среде. Решение данной задачи предлагается с помощью пакета программного обеспечения 
одномерного моделирования движения воды, тепла и растворов в переменно-насыщенных 
средах HYDRUS-1D с использованием программного обеспечения, созданного в среде 
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Сравнительный анализ экспериментального и моделируемого распределения температур-
ных полей на поверхности грунта показал, что расчет произведен с достаточной точностью, 
относительная погрешность мала и составила менее 10 %. 
Вывод
Таким образом, произведена постановка задачи на расчет пространственного распределе-
ния температурных полей в негомогенной ортотропной переменнонасыщенной среде. Решение 
данной задачи предлагается с помощью пакета программного обеспечения одномерного моде-
лирования движения воды, тепла и растворов в переменнонасыщенных средах HYDRUS1D с 
использованием программного обеспечения, созданного в среде MATLAB, позволяющего мо-
делировать суточный ход притока солнечной радиации на поверхность грунта.
В ходе расчета были получены пространственные распределения температур на поверх-
ности и вглубь грунта в течение суток. Точность произведенного расчета подтверждается экс-
периментальными данными (относительная погрешность составила менее 10 %), что свиде-
тельствует об адекватности примененной для расчета математической модели.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ грант № 18-08-00053 А.
Список литературы
[1] Šimůnek J., M. Th. van Genuchten and M. Šejna. The HYDRUS-1D Software Package for 
Simulating the One-Dimensional Movement of Water, Heat, and Multiple Solutes in Variably-Saturated 
Media. Version 3.0.J.Šimůnek, M. Th. van Genuchten, M. Šejna. Сalifornia: Preprint Department of 
environmental sciences university of Сalifornia riverside, 2005. 270.
[2] Saito H. Numerical analyses of coupled water, vapor and heat transport in the vadose zone. 
H. Saito, J. Šimůnek, B. Mohanty. Vadose Zone J. 2006. 5. 784–800.
[3] Семенов М.Е., Аббас З.Х., Ищук И.Н., Канищева О.И., Мелешенко П.А. Принципы 
управления обратной связью для перевернутого маятника с гистерезисом в суспензии. Жур-
нал Сибирского федерального университета, Серия: Математика и физика, 2016, 9, 498-509 
[Semenov M.E., Abbas Z.H., Ishchuk I.N., Kanishcheva O.I., Meleshenko P.A. Statefeedback control 
principles for inverted pendulum with hysteresis in suspension. Journal of Siberian Federal University. 
Mathematics and Physics, 2016, 9 (4), 498-509 (in Russian)].
[4] Ищук И.Н., Филимонов А.М., Степанов Е.А., Постнов К.В. Способ классификации ста-
ционарных и квазистационарных объектов по данным динамических инфракрасных изобра-
жений, получаемых комплексами с беспилотными летательными аппаратами. Радиотехника, 
2016, 10, 145-151. [Ishchuk I.N., Filimonov A.M., Stepanov E.A., Postnov K.V. Method of classification 
of stationary and nonstationary objects according to the dynamic infrared images obtained complexes 
with unmanned aerival vehicles. Radiotekchnika, 2016, 10, 145-151 (in Russian)].
[5] Ищук И.Н., Степанов Е.А., Бебенин А.А., Дмитриев Д.Д., Филимонов А.М. Способ 
классификации объектов оптико-электронными системами разведки на основе обработки 
многоспектрального кубоида изображений. Журнал Сибирского федерального университета, 
Серия: Техника и технологии, 2017, 10 (2), 183-190 [Ischuk I.N., Stepanov E.A., Bebenin A.A., 
Dmitriev D.D., Filimonov A.M. The method of classification of objects by electro-optical intelligence 
Igor N. Ischuk, Alexey A. Dolgov… The Calculation of the Spatial Distribution of Temperature Fields for Remote…
systems on the basis of processing of multispectral images of the cuboid. Journal of Siberian Federal 
University. Engineering and Technology, 2017, 10 (2), 183-190 (in Russian)].
[6] Ищук И.Н., Громов Ю.Ю., Постнов К.В., Степанов Е.А., Тяпкин В.Н. Корреляцион-
ная обработка кубоида инфракрасных изображений, получаемых с беспилотных летательных 
аппаратов. Часть 1. Моделирование и обработка инфракрасных сигнатур техногенных объ-
ектов в процессе суточного изменения температур. Журнал Сибирского федерального универ-
ситета, Серия: Техника и технологии, 2016, 3, 310-318 [Ischuk I.N., Gromov Y.Y., Postnov K.V., 
Stepanov E.A., Tyapkin V.N. Correlation processing cuboids of infrared images obtained with 
unmanned aerial vehicles. Part 1. Modeling and processing of infrared signatures of manmade objects 
in the process of daily temperature change. Journal of Siberian Federal University, Engineering and 
Technology, 2016, 3, 310-318 (in Russian)].
